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Resumo: Neste artigo descrevemos atrave´s de uma te´cnica na˜o-perturbativa o problema de condic¸a˜o
inicial, no contexto da Mecaˆnica Quaˆntica, de um sistema fermioˆnico autointeragente fora do equil´ıbrio
na presenc¸a de um campo magne´tico. Em particular, no regime de campo me´dio, estudamos o fenoˆmeno
de quebra dinaˆmica de simetrias neste sistema, identificando os processos f´ısicos associados.
Palavras-chave: Dinaˆmica efetiva, quebra de simetria, oscilador anarmoˆnico fermioˆnico.
Abstract: In this article a non-perturbative time-dependent technique is used to treat the initial value
problem, in Quantum Mechanics context, for a non-equilibrium self-interacting fermionic system in
the presence of an external magnetic field. Particularly, in mean-field regime, we study the dynamical
symmetry breaking phenomenon, identifying the physical processes associated.
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1 Introduc¸a˜o
As cieˆncias f´ısicas baseiam-se em modelos matema´ticos usados na descric¸a˜o dos fenoˆmenos naturais.
Na maioria das vezes esta descric¸a˜o envolve equac¸o˜es diferenciais que na˜o podem ser resolvidas analiti-
camente, isto e´, na˜o e´ poss´ıvel encontrar soluc¸o˜es destas equac¸o˜es em termos de func¸o˜es matema´ticas
fundamentais. Normalmente, a descric¸a˜o de sistemas f´ısicos envolve um nu´mero grande de equac¸o˜es
acopladas que devem ser resolvidas simultaneamente. Nestas situac¸o˜es ha´ duas poss´ıveis abordagens, a
primeira que consiste em resolver o problema de forma nume´rica, atrave´s de ca´lculos aproximados rea-
lizados em computadores; ou resolver o problema estudando algum limite particular de interesse f´ısico
do sistema, limite em que o sistema tem um comportamento simplificado e consequ¨entemente e´ descrito
por equac¸o˜es diferenciais que podem ser resolvidas analiticamente.
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Estamos interessados em procedimentos matema´ticos que permitam descrever o comportamento de
sistemas f´ısicos utilizando a segunda abordagem. E´ conveniente lembrar que ambas as abordagens sa˜o
complementares, pois enquanto a abordagem nume´rica permite descrever a evoluc¸a˜o do sistema numa
grande variedade de regimes, a abordagem anal´ıtica simplificada das equac¸o˜es, que descreve o sistema
num dado regime particular, permite interpretac¸o˜es que o ca´lculo nume´rico na˜o pode fornecer como
veremos neste trabalho.
Abordagens anal´ıticas simplificadas podem ser classificadas em duas classes: as perturbativas e
as na˜o-perturbativas. As abordagens perturbativas, tambe´m chamadas aproximac¸o˜es perturbativas,
caracterizam-se por resolverem as equac¸o˜es que descrevem a evoluc¸a˜o de sistemas f´ısicos num limite em
que um paraˆmetro f´ısico, que caracteriza o sistema, tende a zero, como por exemplo, a intensidade da
interac¸a˜o entre os constituintes do sistema (constante de acoplamento). Por outro lado, para sistemas
de muitos corpos fortemente acoplados a descric¸a˜o perturbativa em termos da constante de acoplamento
na˜o e´ adequada. Em termos gerais, os me´todos na˜o-perturbativos aplicados a tais sistemas consistem em
buscar uma descric¸a˜o quaˆntica completa e fechada, mas apenas de uma parte do sistema completo. O in-
tuito desta abordagem consiste em simplificar a descric¸a˜o do sistema, e com isso permitir um tratamento
anal´ıtico do mesmo. Esta te´cnica teve origem em problemas onde o sistema de interesse f´ısico estava
em contato com reservato´rios te´rmicos ou ainda em problemas onde ta˜o-somente os elementos diagonais
do operador matriz densidade completa do sistema eram importantes. Nestes problemas, os graus de
liberdade do reservato´rio ou da parte na˜o-diagonal do operador matriz densidade eram considerados
irrelevantes e formalmente eliminados atrave´s de um operador de projec¸a˜o.
Entretanto, para sistemas de muitos corpos fortemente acoplados e´ conveniente ter uma descric¸a˜o
onde cada parte do sistema e´ considerada relevante. Para tais sistemas, Willis e Picard [1] desenvolveram
uma te´cnica na˜o-pertubativa de projec¸a˜o onde os graus de liberdade a serem eliminados eram as cor-
relac¸o˜es (interac¸o˜es de 2 corpos, 3 corpos,..., n corpos), de modo que esta abordagem e´ equivalente a`s
aproximac¸o˜es do tipo campo me´dio ou do tipo Hartree-Fock para sistemas de muitos corpos. O foco
deste trabalho e´ utilizar esta te´cnica para estudar o fenoˆmeno de quebra de simetria, geralmente as-
sociado a processos f´ısicos do tipo transic¸o˜es de fase, em um sistema de fe´rmions autointeragentes na
presenc¸a de um campo magne´tico externo constante. Na sec¸a˜o 2 fazemos uma revisa˜o das propriedades
f´ısicas de um sistema descrito pelo modelo do Oscilador Anarmoˆnico Fermioˆnico na presenc¸a de um
campo Magne´tico (MFAO). Na sec¸a˜o 3, realizando uma transformac¸a˜o do tipo BCS [2] e utilizando a
te´cnica de Willis e Picard [1], adaptada a sistemas de muitos fe´rmions por Toledo Piza e Nemes [3],
obte´m-se as equac¸o˜es diferenciais que descrevem a dinaˆmica efetiva do sistema. Na sec¸a˜o 4 discutimos
as simetrias do sistema. Atrave´s de transformac¸o˜es particulares do tipo BCS, quebramos separadamente
estas simetrias, identificando os processos f´ısicos associados. Finalmente, na sec¸a˜o 5 reinterpretamos a
dinaˆmica de campo me´dio de nosso sistema e apresentamos as concluso˜es deste trabalho.
2 Propriedades f´ısicas do sistema
Me´todos aproximativos para tratar problemas de condic¸o˜es iniciais em teorias quaˆnticas sa˜o essenciais,
ja´ que o tratamento exato destes problemas raramente e´ poss´ıvel, exceto via me´todos nume´ricos [4]. O
MFAO e´ um modelo exatamente solu´vel que pode ser utilizado em va´rios campos da F´ısica, ale´m de ser
suficientemente simples, o que faz dele um laborato´rio ideal para o estudo de novas te´cnicas e me´todos
da F´ısica-Matema´tica.
Comec¸amos a sec¸a˜o descrevendo as principais caracter´ısticas do modelo. A Hamiltoniana do oscilador
anarmoˆnico fermioˆnico na presenc¸a de um campo magne´tico externo constante de intensidade B e´ dada
por
H = h¯ ω
(
a†1a1 + a
†
2a2
)
+ U
(
a†1a1a
†
2a2
)
+ g
B
B
(
a†1a1 − a†2a2
)
, (1)
onde a†i e ai sa˜o respectivamente operadores fermioˆnicos de spin 1/2 de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o, que
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satisfazem as relac¸o˜es usuais de anticomutac¸a˜o, enquanto ı´ndices i = 1, 2 representam respectivamente
as poss´ıveis projec¸o˜es de spins ↑ e ↓. O paraˆmetro U representa uma interac¸a˜o repulsiva entre os ele´trons
do sistema e g
B
e´ a intensidade de acoplamento do momento magne´tico intr´ınseco (spin) dos fe´rmions
com o campo magne´tico externo B. O nome do modelo deriva de uma analogia com o modelo do
oscilador anarmoˆnico bosoˆnico.
Com o objetivo de melhor compreender a f´ısica descrita pelo modelo, estudemos os seus poss´ıveis
autoestados e respectivos autovalores associados. Sendo | 0 〉 o va´cuo do sistema segue que
H | 0 〉 =
[
h¯ ω
(
a†
1
a1 + a
†
2
a2
)
+ U
(
a†
1
a1a
†
2
a2
)
+ g
B
B
(
a†
1
a1 − a†2a2
)]
| 0 〉 = 0 | 0 〉 . (2)
Logo, o estado fundamental do sistema (va´cuo) tem autovalor de energia associado nulo. Os demais
autoestados da Hamiltoniana sa˜o
H
(
a†1 | 0 〉
)
= [h¯ω + g
B
B]
(
a†1 | 0 〉
)
(3)
H
(
a†
2
| 0 〉
)
= [h¯ω − g
B
B]
(
a†
2
| 0 〉
)
(4)
H
(
a†1a
†
2 | 0 〉
)
= [2h¯ω + U ]
(
a†1a
†
2 | 0 〉
)
. (5)
Observe que estes sa˜o todos os poss´ıveis autoestados da Hamiltoniana (1). Para justificar este fato
notamos que H Oˆ ai | 0 〉 = 0 | 0 〉, onde Oˆ e´ um operador qualquer, H a†i aja†j | 0 〉 = H a†i | 0 〉
e H a†1a
†
2 aja
†
j | 0 〉 = H a†1a†2 | 0 〉, de modo que reca´ımos nos estados citados acima. Portanto,
consistentemente com o princ´ıpio de Pauli que pro´ıbe a existeˆncia de fe´rmions ideˆnticos no mesmo estado
quaˆntico, nosso sistema tem quatro estados (autoestados) que correspondem a`s seguintes configurac¸o˜es:
i) | 0 〉 , estado este que chamamos de va´cuo, o qual na˜o conte´m nenhum fe´rmion,
ii)
(
a†2 | 0 〉
)
estado contendo um fe´rmion com spin ↓ ,
iii)
(
a†1 | 0 〉
)
estado contendo um fe´rmion com spin ↑ e
iv)
(
a†1a
†
2 | 0 〉
)
estado contendo dois fe´rmion com spins opostos (emparelhados).
Observe tambe´m que a presenc¸a do campo magne´tico B elimina a degeneresceˆncia de energia dos estados(
a†1 | 0 〉
)
e
(
a†2 | 0 〉
)
, na˜o afetando os estados | 0 〉 e
(
a†1a
†
2 | 0 〉
)
, pois estes u´ltimos teˆm momento
magne´tico nulo. Segue que o estado inicial mais geral da Hamiltoniana (1), que conte´m todos poss´ıveis
autoestados dados em (2-5), e´ dado por
| Ψ 〉 = 1√
N
(
ρ 1ˆ + β a†1 + α a
†
2 + τ a
†
1a
†
2
)
| 0 〉 , (6)
onde ρ, β, α e τ sa˜o nu´meros complexos e N = ρ2 + β2 + α2 + τ2 e´ a constante de normalizac¸a˜o do
estado. E´ conveniente notar que este estado na˜o tem um nu´mero definido de fe´rmions com spin ↑ e ↓
sendo portanto chamado de estado de mistura.
Como consequ¨eˆncia das considerac¸o˜es acima, ao contra´rio do Oscilador Anarmoˆnico Bosoˆnico que
apresenta somente soluc¸o˜es aproximadas (espectro de energia e estados associados) [5], o Oscilador
Anarmoˆnico Fermioˆnico permite obter soluc¸o˜es exatas, as quais descrevem a interac¸a˜o, em um u´nico
s´ıtio, de dois fe´rmios ideˆnticos quando sujeitos a um potencial anarmoˆnico e a um campo magne´tico
externo. Finalmente, conve´m salientar que o modelo MFAO e´ uma versa˜o simplificada dos modelos de
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Hubbard e de Ising [6], frequ¨entemente aplicados a` descric¸a˜o de fenoˆmenos da F´ısica do Estado So´lido,
quando reduzidos a` dimensa˜o espacial zero (um u´nico s´ıtio ou orbital), de modo que somente os graus
de liberdade internos sa˜o considerados. Mais detalhes a respeito das aplicac¸o˜es f´ısicas do MFAO podem
ser encontradas nas refereˆncias [7, 8].
Na pro´xima sec¸a˜o atrave´s de uma transformac¸a˜o do tipo BCS [2], obteremos a dinaˆmica efetiva na
aproximac¸a˜o de campo me´dio para um sistema discreto de fe´rmions descritos pelo MFAO.
3 Dinaˆmica efetiva do MFAO
A Hamiltoniana (1) e´ descrita em termos dos operadores fermioˆnicos a†i e ai de spin 1/2 , que for-
mam uma base conhecida como base de part´ıculas. Realizando uma mudanc¸a de base atrave´s de uma
transformac¸a˜o do tipo BCS, geramos uma dinaˆmica efetiva, a qual minimiza, via um princ´ıpio varia-
cional embutido na equac¸a˜o de Heisenberg, a evoluc¸a˜o temporal dos observa´veis de nosso sistema [9].
Consideramos a transformac¸a˜o definida por
λ†i (t) =
∑
j
[
ωji(t) a
†
j + zji(t) aj
]
, (7)
ou numa forma mais expl´ıcita


λ1(t)
λ2(t)
λ†1(t)
λ†2(t)


=


ω∗11(t) ω
∗
21(t) z
∗
11(t) z
∗
21(t)
ω∗12(t) ω
∗
22(t) z
∗
12(t) z
∗
22(t)
z11(t) z21(t) ω11(t) ω21(t)
z12(t) z22(t) ω12(t) ω22(t)




a1(t)
a2(t)
a†1(t)
a†2(t)


, (8)
onde definimos as matrizes Ω2 e Z2 como
Ω2 =

 ω11(t) ω12(t)
ω21(t) ω22(t)

 e Z2 =

 z11(t) z12(t)
z21(t) z22(t)

 . (9)
Impondo que a transformac¸a˜o (8) deva ser unita´ria, de modo que os operadores de campo λ†i (t) e λi(t),
para i = 1, 2 , obedec¸am as mesmas regras de anticomutac¸a˜o de a†i (t) e ai(t) a tempos iguais, verificamos
que as matrizes Ω2 e Z2, dadas em (9), necessitam de apenas quatro paraˆmetros reais independentes
para satisfazer as condic¸o˜es de unitariedade [9]. Portanto, em termos dos paraˆmetros reais θ, ϕ, γ e ξ
construimos Ω2 e Z2 como [10]
Ω2 =

 cos γ(t) cos ξ(t) − exp [−i ϕ(t)] sen γ(t) cos ξ(t)
exp [i ϕ(t)] sen γ(t) cos ξ(t) cos γ(t) cos ξ(t)


(10)
Z2 =

 exp [i θ(t)] sen γ(t) sen ξ(t) exp (i [θ(t)− ϕ(t)]) cos γ(t) sen ξ(t)
− exp (i [θ(t)− ϕ(t)]) cos γ(t) sen ξ(t) exp (i [θ(t)− 2ϕ(t)]) sen γ(t) sen ξ(t)

 .
Conve´m salientar que a transformac¸a˜o (8) na˜o e´ u´nica. Poder´ıamos, por exemplo, ter utilizado func¸o˜es
do tipo hiperbo´licas, desde que as condic¸o˜es unitariedade fossem satisfeitas.
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No formalismo de Willis e Picard, as equac¸o˜es de evoluc¸a˜o temporal dos observa´veis de um sistema
fermioˆnico na aproximac¸a˜o de campo me´dio, em termos dos paraˆmetros acima definidos, sa˜o [3]
P˙2 + [P2, Ω˙
†
2Ω2 + Z˙
†
2Z2]− = −i T r
(
[λ†iλj , H ]F0
)
(11)
{P2, Ω˙†2Z∗2 + Z˙†2Ω∗2}+ − (Ω˙†2Z∗2 + Z˙†2Ω∗2) = −i T r ([λiλj , H ]F0) ,
onde a Hamiltoniana H do MFAO deve ser escrita na base de quase-part´ıculas, utilizando (8) e (10), F0
e´ a matriz densidade de campo me´dio [11] e P2 e´ a matriz de ocupac¸a˜o de quase-part´ıculas dada por
P2 = 〈λ†i (t)λj(t)〉 =

 p1(t) 0
0 p2(t)

 . (12)
Calculando os trac¸os das equac¸o˜es de movimento (11), obtemos [9, 10]
p˙1 = 0 e p˙2 = 0 , (13)
indicando que as ocupac¸o˜es das quase-part´ıculas (orbitais naturais) sa˜o independentes do tempo como
esperado na aproximac¸a˜o de campo me´dio [3]; e
−i g
B
B (p2 − p1) exp (−i ϕ) sen (2 γ) =
(p2 − p1)
[
− exp (−i ϕ) sen γ cos ξ d
dt
{cos γ cos ξ}
+cosγ cos ξ
d
dt
{exp (−i ϕ) sen γ cos ξ} (14)
+ exp [i (θ − ϕ)] cos γ sen ξ d
dt
{exp (−i θ) sen γ sen ξ}
− exp [i (θ − 2ϕ)] sen γ sen ξ d
dt
{exp [−i (θ − ϕ)] cos γ sen ξ}
]
i
1
2
(1− p1 − p2) (2 h¯ ω + U) exp [−i (θ − ϕ)] sen (2 ξ) =
(1− p1 − p2)
[
− exp (i ϕ) sen γ cos ξ d
dt
{exp (−i θ) sen γ sen ξ}
− cos γ cos ξ d
dt
{exp [−i (θ − ϕ)] cos γ sen ξ} (15)
+ exp [−i (θ − ϕ)] cos γ sen ξ d
dt
{ cos γ cos ξ}
+exp [−i (θ − 2ϕ)] sen γ sen ξ d
dt
{exp (−i ϕ) sen γ cos ξ}
]
.
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Resolvendo as derivadas temporais em (14) e (15), e separando as partes real e imagina´ria, obtemos as
demais equac¸o˜es diferenciais que descrevem a dinaˆmica efetiva de campo me´dio de nosso sistema, ou
seja,
γ˙ = 0
ξ˙ = 0
(16)
ϕ˙ = 2 g
B
B
θ˙ = 2 g
B
B + 2 h¯ ω + U .
Na pro´xima sec¸a˜o iremos interpretar os resultados acima obtidos, estudando o fenoˆmeno de quebra
de simetria neste sistema.
4 Quebras de simetrias do sistema
Para interpretar os resultados obtidos na sec¸a˜o precedente, inicialmente iremos identificar os processos
f´ısicos presentes na transformac¸a˜o BCS que geram as equac¸o˜es dinaˆmicas (16). Estudaremos sepa-
radamente estes processos de quebra de simetrias, interpretando-os. Primeiramente, consideremos a
transformac¸a˜o BCS particular que e´ implementada quando impomos que
ϕ = 0 e γ = 0 (17)
na transformac¸a˜o BCS geral (8-10). As matrizes Ω2 e Z2 escrevem-se agora como
Ω2 =

 cos ξ 0
0 cos ξ


(18)
Z2 =

 0 exp (i θ) sen ξ
− exp (i θ) sen ξ 0

 ,
de modo que os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o na base de part´ıculas e na base de quase-part´ıculas
relacionam-se da seguinte forma
λ†
1
=
[
cos ξ a†
1
+ exp (i θ) sen ξ a2
]
λ†
2
=
[
− exp (i θ) sen ξ a1 + cos ξ a†2
]
(19)
λ1 =
[
cos ξ a1 + exp (−i θ) sen ξ a†2
]
λ2 =
[
− exp (−i θ) sen ξ a†
1
+ cos ξ a2
]
.
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Com o objetivo de identificar as simetrias quebradas devido a` transformac¸a˜o (17-19), verificamos que
o operador que conta o nu´mero de part´ıculas com spin para cima na nova base, escreve-se na base de
part´ıculas como
λ†
1
λ1 = (cos ξ)
2 a†
1
a1 + (sen ξ)
2 a2a
†
2
+ exp (−i θ) sen ξ cos ξ a†
1
a†
2
+ exp (i θ) sen ξ cos ξ a2a1 . (20)
Notamos que a simetria de nu´mero de part´ıculas na˜o e´ conservada, o que pode ser imediatamente
observado no terceiro e o quarto termos do lado direito da equac¸a˜o (20), onde sa˜o respectivamente
criadas e aniquiladas duas part´ıculas. Por outro lado, a simetria de spin permanece intacta, pois todos
os termos da equac¸a˜o (20) tem spin nulo, consistentemente com o fato da parametrizac¸a˜o (19) conservar
spin. Observando a estrutura das matrizes Ω2 e Z2, associamos a transformac¸a˜o (17-19) a uma quebra
da simetria de rotac¸a˜o em SU(2) , do tipo emparelhamento, em nosso sistema [9, 12].
Calculando as equac¸o˜es diferenciais (11) com a parametrizac¸a˜o (18), obtemos a dinaˆmica efetiva em
campo me´dio do sistema devido a` quebra de simetria de emparelhamento, ou seja,
ξ˙ = 0
(21)
θ˙ = 2 h¯ ω + U ,
onde notamos a presenc¸a do paraˆmetro U da Hamiltoniana (1), responsa´vel pela intensidade da autoin-
terac¸a˜o (emparelhamento) entre os fe´rmions. O me´todo utilizado acima para a obtenc¸a˜o das equac¸o˜es
dinaˆmicas (21) e´ tambe´m chamado de aproximac¸a˜o do tipo Bogoliubov [2].
Fazemos agora uma segunda parametrizac¸a˜o particular, impondo
ξ = 0 e θ = 0 (22)
na transformac¸a˜o geral (8-10). Neste caso temos as seguintes formas para as matrizes Ω2 e Z2
Ω2 =

 cos γ − exp (−i ϕ) sen γ
exp (i ϕ) sen γ cos γ


(23)
Z2 =

 0 0
0 0

 ,
de modo que os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o relacionam-se como
λ†1 =
[
cos γ a†1 + exp (i ϕ) sen γ a
†
2
]
λ†2 =
[
− exp (−i ϕ) sen γ a†1 + cos γ a†2
]
(24)
λ1 = [cos γ a1 + exp (−i ϕ) sen γ a2]
λ2 = [− exp (i ϕ) sen γ a1 + cos γ a2] .
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Reescrevendo a partir de (24) o operador que conta o nu´mero de part´ıculas com spin para cima na nova
base,
λ†
1
λ1 = (cos γ)
2 a†
1
a1+(sen γ)
2 a†
2
a2+exp (−i ϕ) sen γ cos γ a†1a2+exp (i ϕ) sen γ cos γ a†2a1 , (25)
verificamos imediatamente que o nu´mero de part´ıculas e´ conservado, consistentemente com o fato da
parametrizac¸a˜o (24) na˜o misturar operadores de criac¸a˜o com operadores de aniquilac¸a˜o. Por outro lado,
a simetria de spin na˜o e´ conservada, pois o terceiro e quarto termos da equac¸a˜o (25) teˆm spins +1 e −1,
respectivamente. Observando Ω2 e Z2, associamos a transformac¸a˜o (22-24) a uma quebra da simetria
de rotac¸a˜o em SU(2) , no nu´mero de spin, em nosso sistema [9, 12]. Enfim, calculando neste caso as
equac¸o˜es diferenciais (11), obtemos a dinaˆmica efetiva em campo me´dio do sistema devido a` quebra de
simetria no nu´mero de spin, ou seja,
γ˙ = 0
(26)
ϕ˙ = 2 g
B
B ,
onde notamos que a autointerac¸a˜o (emparelhamento) entre os fe´rmions do sistema, caracterizada pelo
paraˆmetro U da Hamiltoniana (1), na˜o esta´ presente nas equac¸o˜es dinaˆmicas (26), consistentemente
com o fato da simetria de nu´mero de part´ıculas permanecer intacta. O me´todo utilizado acima para a
obtenc¸a˜o das equac¸o˜es dinaˆmicas (26) e´ tambe´m chamado de aproximac¸a˜o do tipo Hartree-Fock [2].
Restam ainda quatro outras poss´ıveis transformac¸o˜es particulares do tipo BCS que podem ser im-
plementadas a partir da transformac¸a˜o geral (8-10), ou seja, quando ξ = 0 e γ = 0 , quando
ξ = 0 e ϕ = 0 , quando ϕ = 0 e θ = 0 e quando θ = 0 e γ = 0 . Verifiquemos se exis-
tem outros processos f´ısicos (quebra de simetrias) associados a estas transformac¸o˜es. Consideramos
primeiramente a parametrizac¸a˜o implementada quando impomos
ξ = 0 e γ = 0 (27)
na transformac¸a˜o geral (8-10). As matrizes Ω2 e Z2 adquirem a seguinte estrutura:
Ω2 =

 1 0
0 1

 e Z2 =

 0 0
0 0

 , (28)
implicando numa transformac¸a˜o identidade. Neste caso, como na˜o ocorre quebra de simetria, na˜o ha´
uma dinaˆmica efetiva associada (gerada).
Consideremos a seguir a transformac¸a˜o particular BCS implementada quando
ξ = 0 e ϕ = 0 . (29)
Neste caso as matrizes Ω2 e Z2 sa˜o dadas por
Ω2 =

 cos γ sen γ
sen γ cos γ

 e Z2 =

 0 0
0 0

 . (30)
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Observe que a transformac¸a˜o (30) e´ real (ortogonal) e que o paraˆmetro θ, devido a` estrutura escolhida
para a transformac¸a˜o BCS geral (8-10), torna-se arbitra´rio. Calculando as equac¸o˜es dinaˆmicas (11) com
esta parametrizac¸a˜o, obtemos
γ˙ = 0 e sen 2 γ = 0 , (31)
ou ainda,
γ = k
π
2
para k = 0,±1,±2, ... com θ arbitra´rio . (32)
Substituindo (32) em (30), notamos que a transformac¸a˜o (29-30), dadas as condic¸o˜es iniciais para γ
e θ, e´ identidade, de modo que novamente na˜o ha´ uma dinaˆmica efetiva (evoluc¸a˜o temporal) gerada.
Tal situac¸a˜o esta´tica, consistente com o fato da transformac¸a˜o ser ortogonal, corresponde simplesmente
a uma troca de ro´tulos de operadores, dada pelas equac¸o˜es (30-32), na˜o havendo quebra de simetria
associada.
Analogamente, a transformac¸a˜o BCS implementada quando
ϕ = 0 e θ = 0 , (33)
gera, a partir de (11), equac¸o˜es esta´ticas para os paraˆmetros γ e ξ, ou seja,
γ˙ = 0 e sen 2 γ = 0
(34)
ξ˙ = 0 e sen 2 ξ = 0 ,
cujas soluc¸o˜es sa˜o
γ = k
π
2
com k = 0,±1,±2, ...
(35)
ξ = k
π
2
com k = 0,±1,±2, ... ,
na˜o havendo, portanto, fenoˆmeno de quebra de simetria associado.
Enfim, resta-nos estudar a transformac¸a˜o gerada quando tomamos
γ = 0 e θ = 0 (36)
em (8-10). Neste caso as matrizes Ω2 e Z2 adquirem a seguinte estrutura:
Ω2 =

 cos ξ 0
0 cos ξ

 e Z2 =

 0 exp (−iϕ) sen ξ
− exp (−iϕ) sen ξ 0

 . (37)
Calculando as equac¸o˜es diferenciais (11) com a parametrizac¸a˜o (36-37), obtemos as equac¸o˜es dinaˆmicas
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ξ˙ = 0
(38)
ϕ˙ = 2 h¯ ω +B ,
as quais sa˜o ideˆnticas a`quelas da primeira parametrizac¸a˜o, exceto por uma troca de ro´tulo, ou seja,
neste caso o paraˆmetro ϕ desempenha o mesmo papel que o paraˆmetro θ desempenhava em (21). Tal
afirmac¸a˜o pode ser comprovada observando-se as estruturas das matrizes Ω2 e Z2 dadas em (18) e em
(37). Portanto, podemos concluir que esta transformac¸a˜o tambe´m esta´ associada a` quebra de simetria
de nu´mero de part´ıculas.
Assim, verificamos que o fenoˆmeno de quebra de simetrias de nu´mero de part´ıculas (fe´rmions) e de
nu´mero de spins, implementadas atrave´s da transformac¸a˜o do tipo BCS (8-10), sa˜o responsa´veis pela
dinaˆmica efetiva (16) gerada em nosso sistema. Tal situac¸a˜o tambe´m e´ observada em teorias quaˆnticas
de campos [13, 14, 15, 16].
5 Reinterpretac¸a˜o da dinaˆmica efetiva de campo me´dio
Comec¸amos rediscutindo a interpretac¸a˜o dada por Thomaz e Toledo Piza [10] para a dinaˆmica efetiva
do MFAO. Uma Hamiltoniana efetiva cla´ssica Hef , que gera a dinaˆmica de campo me´dio das varia´veis
γ , ξ , ϕ e θ dada em (16), satisfaz, por exemplo, as equac¸o˜es
ϕ˙ = 2 g
B
B =
∂
∂γ
Hef ( γ , ξ , ϕ , θ )
γ˙ = 0 = − ∂
∂ϕ
Hef ( γ , ξ , ϕ , θ )
(39)
θ˙ = 2 g
B
B + 2 h¯ ω + U =
∂
∂ξ
Hef ( γ , ξ , ϕ , θ )
ξ˙ = 0 = − ∂
∂θ
Hef ( γ , ξ , ϕ , θ ) .
Integrando as equac¸o˜es acima, obtemos de imediato que esta Hamiltoniana efetiva cla´ssica e´ dada por
Hef = ( 2 gB B + 2 h¯ ω + U ) ξ + ( 2 gB B ) γ . (40)
Para interpretar a f´ısica associada a` Hamiltoniana acima, devemos notar que devido a` escolha da estru-
tura (39), os paraˆmetros ϕ e θ correspondem a coordenadas generalizadas, enquanto γ e ξ corres-
pondem a momentos generalizados. Notando que a Hamiltoniana (40) e´ func¸a˜o apenas dos paraˆmetros
γ e ξ , e que os mesmos aparecem acoplados ao campo magne´tico B, conclu´ımos que γ e ξ podem
ser associados a momentos magne´ticos (spins). Para melhor justificar a interpretac¸a˜o acima, definimos
as quantidades
j1(t) = cos γ(t)
α1(t) = θ(t)
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(41)
j2(t) = cos ξ(t)
α2 = ϕ(t) ,
onde os momentos j1 e j2 sa˜o conjugados aos aˆngulos θ e ϕ, respectivamente. Observe que a Hamiltoniana
Hef (α1, α2, j1, j2) = ( 2 gB B + 2 h¯ ω + U ) j1 + ( 2 gB B ) j2 (42)
tem as mesmas equac¸o˜es de movimento (39). Neste sentido, dizemos que as Hamiltonianas dadas em
(40) e (42) sa˜o matematicamente equivalentes. A partir de (42) verificamos que, dadas as condic¸o˜es
iniciais para γ e ξ , segue que os momentos j1 e j2 sa˜o constantes, pois γ˙ = ξ˙ = 0, assumindo valores
tais que
−1 ≤ j1 ≤ +1 e − 1 ≤ j2 ≤ +1 . (43)
Assim, a Hamiltoniana (42), dada em termos de varia´veis aˆngulo-ac¸a˜o, descreve o movimento angular
de precessa˜o de duas part´ıculas cla´ssicas independentes (sem autointerac¸a˜o) com momentos magne´ticos
unita´rios ~j1 e ~j2 na presenc¸a de um campo magne´tico externo ~B. Nesta descric¸a˜o as varia´veis do
tipo ac¸a˜o j1 e j2, associadas aos aˆngulos α1(t) = θ(t) e α2 = ϕ(t), respectivamente, representam as
projec¸o˜es constantes dos momentos angulares de precessa˜o ~j1 e ~j2 na direc¸a˜o do campo magne´tico
externo. Consequentemente, θ(t) e ϕ(t) sa˜o os aˆngulos longitudinais da precessa˜o de ~j1 e ~j2, enquanto as
varia´veis angulares γ e ξ sa˜o as colatitudes entre o campo magne´tico externo ~B constante e os momentos
angulares de precessa˜o ~j1 e ~j2, respectivamente.
Portanto, conclu´ımos que a dinaˆmica efetiva de campo me´dio de um sistema quaˆntico fermioˆnico
autointeragente de spin 1/2 descrito pelo MFAO, quando sujeito a quebras de simetrias de nu´mero
e spin, e´ matematicamente ideˆntica a` dinaˆmica de um sistema cla´ssico de dois momentos angulares
unita´rios, independentes, na presenc¸a de um campo magne´tico externo constante [10].
Em resumo, via um princ´ıpio variacional embutido na equac¸a˜o de Heisenberg, obtivemos a dinaˆmica
efetiva (16) para um sistema quaˆntico fermioˆnico de spin 1/2 descrito pela Hamiltoniana do MFAO (1).
Tal procedimento foi realizado na aproximac¸a˜o de campo me´dio, equivalente a` aproximac¸a˜o de Hartree-
Fock-Bogoliubov dependente do tempo (TDHFB), onde a variac¸a˜o dos paraˆmetros da transformac¸a˜o BCS
(8-10) geraram a dinaˆmica efetiva obtida. Verificamos na sec¸a˜o 4 que os fenoˆmenos f´ısicos que geraram
esta dinaˆmica efetiva esta˜o associados a`s quebras de simetrias de nu´mero de part´ıculas (fe´rmions) e
de nu´mero de spins. Enfim, salientamos que foi devido ao fato de termos realizado um tratamento
anal´ıtico para nosso sistema, que na sec¸a˜o 5 foi poss´ıvel obter uma equivaleˆncia matema´tica entre nosso
sistema quaˆntico e um sistema cla´ssico. Tais equivaleˆncias sa˜o deseja´veis, ja´ que permitem uma melhor
compreensa˜o de processos f´ısicos em sistemas quaˆnticos.
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